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研究成果の概要（和文）：本研究では次の結果を得た。擬リーマン対称空間のランク1の場合に関して、アンダ
ーソン--ホワードの意味で正曲率条件を満たすものの特徴づけを与えた。また、リーマン幾何で正曲率リーマン
多様体の族としてよく知られているアロフ--ウォリッシュ空間のある種の擬リーマン化したものの部分的な族が
アンダーソン--ホワードの意味で正曲率条件を満たすことを示した。さらに、アンダーソン--ホワードの意味で
正曲率条件を満たし、さらに、ある種の対称性のある左不変擬リーマン計量をもつ非コンパクト実半単純リー群
に関する剛性現象を示すことができた。

研究成果の概要（英文）：The following results were obtained in this reseach : for the rank 1 
pseudo-Riemannian symmetric spaces, we gave a characterization of those satisfying the positive 
curvature condition in the sense of the Andersson--Howard. We also showed that a certain 
pseudo-Riemannized subfamily of Aloff--Wallach spaces, which are well known in Riemannian geometry 
as the family of Riemannian manifolds with positive curvature, satisfies the positive curvature 
condition in the sense of Andersson--Howard. Furthermore, we showed a rigidity phenomenon concerning
 noncompact real semisimple Lie groups with left-invariant pseudo-Riemannian metrics with a certain 
symmetry of positive curvature in the sense of Andersson--Howard.

研究分野： 幾何学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
アンダーソン--ホワードの意味で正曲率条件を満たす例として研究代表者の結果以外で知られていたものは捩れ
積やその計量を変形した多様体、ユークリッド空間内の超曲面であった。 本研究の結果の学術的意義は、擬リ
ーマン等質多様体の非自明な例というこれまであまり知られていなかったクラスの例やそれらに関する性質を発
見したことであり、擬リーマン幾何における曲率の比較定理に関する理論の新しい進展を示唆するものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
微分幾何における基本的な問題の一つに「局所的な情報である曲率が大域的な位相構造へどの

ような影響を及ぼすか」がある。当問題に関して、リーマン幾何では多くの研究成果が知られ
ているが、一般の擬リーマン幾何ではあまり結果が知られていない。困難さの原因の 1 つは、
リーマン幾何で変分法を使う場合に計量の正定値性が本質的に使われていることにある。しか
し、そのような困難さがあるにも関わらず、リーマン幾何と擬リーマン幾何に類似現象が起き
ることがいくつか知られている。例えば、リーマン幾何で正曲率性と完備性から基本群の有限
性を示したマイヤースの定理と擬リーマン幾何で正の定曲率性と完備性から基本群の有限性を
示したカラビ--マルクスの定理の関係である。小林俊行氏は「擬リーマン幾何においてマイヤ
ースの定理のようにある種の曲率の正値性を満たす場合に基本群が有限になるか」という予想
を提示した。研究代表者は、リーマン幾何における断面曲率が下から正の定数で有界であると
いう曲率条件を自然に一般化したアンダーソン--ホワードの正曲率条件の下で小林氏の予想に
ついて考察した。研究代表者は、小林の問題から期待される基本群の有限性は成り立たないが、
ある種のリーマン部分多様体の基本群の有限性が成り立つことを示唆する結果を与えた。この
証明にはある種の特異点定理の類似結果を用いて証明される。そこで、特異点定理のアプロー
チを発展させたいと考えた。また、アンダーソン--ホワードやアレクサンダー--ビショップら
の先行研究により、アンダーソン--ホワードの正曲率条件を満たす例は捩れ積の例や その亜種、
もしくは不定値計量を持つユークリッド空間内の超曲面などが知られていた。しかし、微分幾
何において重要なクラスである等質空間の例はあまり知られていなかった。当分野の新たな進
展のために等質空間での状況を理解したいと考えた。 
 

２．研究の目的 
本研究の目的は、アンダーソン--ホワードの正曲率条件を満たす擬リーマン多様体(M, g)で等
質多様体となる例を構成し、 (M, g) が完備でないための十分条件を与え、さらに、 (M, g)が完
備であるとき、その基本群の構造を明らかにすることである。特に、等質多様体のクラスの例
として、左不変計量を持つリー群、対称空間、対称空間でない等質空間などがあるが、各クラ
スに限定した場合にどのような現象が起こるかを明らかにすることを目指す。完備性に関して
は相対性理論の特異点定理の類似現象が擬リーマン幾何で成り立つかを明らかにすることを目
指す。 
 
３．研究の方法 
アンダーソン--ホワードの意味で正曲率条件を満たす擬リーマン等質多様体の例の構成に関し
て、リーマン幾何の結果の擬リーマン幾何での類似が成り立つかを調べる。例の構成における
問題点は断面曲率の値としては零や負の値も取りうることである。これは、リーマン幾何の通
常の正曲率の場合と異なる状況となっている。正曲率なリーマン多様体の例の構成では、具体
的な下から有界な定数の値を与えずに、断面曲率が正であることのみを示し、コンパクト性か
らある正の値で下から抑えられることを示すことがしばしばある。一方で、擬リーマン幾何で
は、具体的な下から有界な定数の値を与えて、不等式評価をする必要がある。左不変リーマン
計量をもつリー群の場合では、ウォリッシュの定理「コンパクトリー群が左不変リーマン計量
をもち、断面曲率が正であるならば、そのリー環は su(2)と同型である」よりほとんどないこと
が知られている。同様に、擬リーマン幾何ではどうか、つまり、擬リーマン幾何においても左
不変計量を持つ場合で正曲率なものがどれだけあるかを研究する。次に、対称空間の場合での
リーマン幾何の結果として「正曲率で既約なリーマン対称空間はランク 1 対称空間のみである」
ということが知られている。これの類似が擬リーマン幾何で成り立つかどうかを研究する。対
称空間でない等質空間の例としてアロフ--ウォリッシュ空間などがよく知られている。一部の
場合のみ擬リーマン化した結果を以前示した。これをより一般的な形で示せるかを試みる。完
備性に関しては、以前の研究代表者の結果からねじれ積の場合に特異点定理を与えることがで
きたが、ツイスト積や本研究の中で構成した例において特異点が生じた場合を中心に研究する。 
 
４．研究成果 
まず、リー群について得た結果について述べる。ある種の対称性をもつ左不変擬リーマン計量
をもつ非コンパクト実半単純リー群の次元は 3 に限定されるという剛性現象を示すことができ
た。ウォリッシュの定理の擬リーマン化した部分的結果である。ウォリッシュの定理と比較す
ると、コンパクトと非コンパクトの違いがあり、半単純のクラスに限定した結果である。ただ、
非コンパクト実半単純リー群はキリング形式という自然な擬リーマン計量を持っていることか
ら、擬リーマン幾何のリー群のクラスとしては自然な研究対象であることに注意する。次に、
擬リーマン対称空間に関して得た結果について述べる。ランク 1 の場合に関して、アンダーソ
ン—ホワードの意味で正曲率条件を満たすものの特徴づけを与えた。これにより、ランク 1 擬
リーマン対称空間はアンダーソン--ホワードの意味で正曲率条件のものとそうでないものに分



かれることを示した。これは、リーマン幾何には無かった擬リーマン幾何特有の現象であり、
擬リーマン対称空間の曲率の性質の一端を明らかにした結果である。また、リーマン幾何で正
曲率リーマン多様体の族としてよく知られているアロフ--ウォリッシュ空間のある種の擬リー
マン化したものの部分的な族がアンダーソン--ホワードの意味で正曲率条件を満たすことを示
した。上記の結果を論文としてまとめる予定である。一方で、本研究で重要な位置を占める完
備性に関しての研究については、本研究で得られた例は完備であり、残念ながら、期間中にま
とまった成果を得ることができなかった。 
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