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研究成果の概要（和文）：コクセター系の全体を標識付き群の空間の部分空間として考えることで、位相的性質
と増大度の連続性の研究を行った。結果として、コクセター系の全体が標識付き群の空間における閉集合であ
り、増大度は連続関数となることを明らかにした。増大度の連続性の応用として、コクセター系の増大度の数論
的性質についてナーブのオイラー標数との関連についての研究を行った。結果として、２次元コクセター系の増
大度はナーブのオイラー標数が正ならばPisot数であり、0ならばSalem数となることを明らかにした。これらの
結果はいずれもこれまでの双曲離散鏡映群の増大度に関する結果を拡張したものである。

研究成果の概要（英文）：We considered the set of Coxeter systems with N generators as a subspace of 
the space of marked groups. Then we showed that the space of Coxeter systems is compact and the 
growth rates are continuous as a function on the space. As an application of this result, we studied
 arithmetic nature of the growth rates of Coxeter systems. We showed that if the Euler 
characteristic of the nerve of a 2-dimensional Coxeter system is positive (resp. zero), then the 
growth rate is a Salem number (resp. Pisot number). These results are extensions of the previous 
results on the growth rates of discrete hyperbolic reflection groups.

研究分野： 幾何学的群論

キーワード： コクセター系　増大度　Salem数　Pisot数　Perron数　双曲幾何　双曲多面体

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
有限生成群の増大度関数や増大度についての研究は、MilnorのRiemann多様体と基本群の関係についての研究か
ら始まり、Gromovらにより行われた。特に、多項式増大を持つ群は有限指数のベキ零部分群をもつというGromov
の多項式増大定理は好例である。本研究では、コクセター系に焦点を当てて増大度についての研究を行い、特に
標識付き群を変数とする関数としての連続性や数論的性質について、双曲幾何で得られてきた結果をコクセター
系に一般化したものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 

 
有限生成群 ܩ と有限生成系 ܵ ⊂ ݔ、を取る。このとき ܩ = ݏ⋯ଵݏ ݏ)  ∈ ܵ ∪ ܵିଵ) となる݇ の最小

値を |ݔ|ௌ で表して語の長さという。語の長さが ݊ 以下である ܩ の元の個数を ܾ(ீ,ௌ)(݊) で表して
,ܩ)  ܵ) の増大度関数という。語の長さを用いて ܩ 上に距離を定める時、増大度関数は単位元から
半径 ݊ の距離球がどれくらいの早さで増大するかを表している。増大度関数が高々多項式関数
であるか少なくとも指数関数であるかによって、群 ܩ は多項式増大をもつまたは指数増大をも
つという。増大度関数は Milnor の 1968 年の論文で Riemann 多様体の基本群と曲率との関係
を調べた論文で導入され、Gromov によって詳細な研究がなされた。特に、1981 年に Gromov
は多項式増大をもつ群が有限指数のベキ零部分群を含むことを示した。この結果を受けて、群の
増大度関数が幾何学的群論において注目を浴びるようになった。 

 
多項式増大をもつ群ではなく、指数増大をもつ群を考えたとき、興味深い対象として双曲オー

ビフォルドのオービフォルド基本群がある。双曲幾何に現れる有限生成群の増大度関数につい
て、Cannon, Wagreich, Floyd らは双曲曲面の基本群や、双曲多角形の辺に関する鏡映で生成さ
れる離散鏡映群の増大度関数を研究した。彼らは、増大度関数についての母関数
 ∑ ܾ(ீ,ௌ)ஹ (݊)ݖ が整数係数有理関数 (݂ீ,ௌ)(ݖ) = (ݖ) ⁄(ݖ)ݍ  として表されることを明らかにし、
収束半径に対応する (ݖ)ݍ の零点が Salem 数や Pisot 数と呼ばれる実代数的整数となることを示
した。この収束半径に対応する点は Cauchy-Hadamard の公式から収束半径の逆数として表さ
れることが知られており、それを ,ܩ)  ܵ) の指数増大度または単に増大度という。Cannon, 
Wagreich, Floyd らの結果を 2 次元双曲離散鏡映群に限って述べると次のような形になる：コン
パクトな双曲多角形に関する離散鏡映群の鏡映生成系に関する増大度は Salem 数であり、非コ
ンパクトな場合には Pisot 数となる。特に、非コンパクトな双曲多角形に関する離散鏡映群の増
大度に対して、コンパクトな双曲多角形に関する離散鏡映群の列で増大度が下から収束するも
のが存在する。このように、群と生成系により定まる量である増大度の数論的性質は群の持って
いる幾何学的情報により決定されることがわかっていた。そこで、これらの増大度の研究に関し
てコクセター群に対して同様の研究を行うというのは本研究の背景にあった問題である。 
 
２．研究の目的 
  
有限生成群の増大度の性質は作用する空間の幾何学や作用に関する基本領域の幾何に影響を

受けている。例えば、Cannon, Wagreich, Floyd らの研究は 2 次元双曲離散鏡映群の増大度関数
を双曲平面の多角形によるタイル張りについての組み合わせの問題に帰着することで行われた。
そこで、離散鏡映群の群論的一般化であるコクセター群に対して、作用する空間として Davis 複
体と呼ばれる単連結な CAT(0)空間を考え、その基本領域の幾何学的情報から増大度の性質がど
のように決定されるかを目的とした研究を行った。 
 
 
３．研究の方法 
 
 コクセター群の増大度の数論的性質に関する基本的な結果として、Cannon, Wagreich, Floyd
らによる 2 次元双曲離散鏡映群の増大度を調べたものと 3 次元双曲離散鏡映群の増大度を調べ
たものが知られている。これらの結果の中でも興味深いものとして、１. 双曲多角形や双曲多面
体の変形と増大度の収束との対応に関する結果、２.増大度の数論的性質と双曲多角形および双
曲多面体の対応に関する結果の２つがある。研究代表者は結果１および結果２を双曲離散鏡映
群とは限らないコクセター群について考察することから始めた。 
  
１について：双曲幾何学の枠組みでは離散鏡映群の基本領域となる双曲多面体が全て(理想境

界も込めて)双曲空間に含まれるので収束に関して議論することは比較的容易である。一方で、
一般のコクセター群の場合には、それらが鏡映として作用する Davis 複体の間の収束を考えて
議論することは難しい。そこで、基本領域の収束について議論する代わりに群と生成系の組自体
の収束について考察した。Grigorchuk により 1984 年に標識付き群の空間と呼ばれる、群と生成



系の組全体からなる距離空間が導入された。この空間において二つの群と生成系の組
,ܩ) ܵ), が近いとは、それぞれのケーリーグラフにおける単位元中心の距離球について十分 (ܶ,ܪ)
大きい半径を考えてもグラフ同型であるということである。このことから、前述の双曲多面体の
収束は、標識付き群の空間において対応する離散鏡映群の収束列を定めることがわかる。そこで、
コクセター群の収束を標識付き群の空間で考えることにより、増大度の連続性についての研究
を行った。これと合わせて、ケーリーグラフ上の単純ランダムウォークに関するスペクトル半径
についても連続性の研究を行った。 
 
２について：コクセター群は Davis 複体に鏡映として作用しており、離散鏡映群の場合の基本

領域に対応するものとしてこの作用に関する基本領域を考えることができる。この基本領域の
境界をコクセター群のナーブという。コクセター群のナーブは定義関係式から簡単に組み合わ
せ構造を記述することができるという利点がある。実際に、コンパクト双曲多面体に関する離散
鏡映群のナーブは多面体の境界そのものが現れる。特に、コンパクト双曲多面体に関する離散鏡
映群のナーブは多面体の境界であるから球面と同相である。そこで、コクセター群のナーブが球
面と同相でない場合などに増大度の数論的性質の研究を行った。 
 
４．研究成果 
 
 １について：ܰ元生成コクセター群の全体 ࣝே を標識付き群の空間における部分空間と考えた
ときの位相についての研究を行い、ࣝே は閉集合であることを明らかにした。特に、コクセター
群の極限はコクセター群であり、標識付き群の空間はコンパクトであるから ࣝே もまたコンパク
トである。より詳細に部分空間を調べることで、球面またはユークリッド離散鏡映群として実現
されるコクセター群の全体とそれ以外のコクセター群の全体がそれぞれ閉集合であることも明
らかにすることができた。このことは、指数増大をもつコクセター群の極限もまた指数増大をも
つ、ということを意味している。群 ܩ が指数増大を持つ場合でも、標識付き群の空間における収
束列 (ܩ, ܵ) の極限として得られる群が指数増大をもたないということはあり得る。この結果は
コクセター群(より正確にはコクセター系)の場合には、それはないということを意味している。 
 コクセター系の空間 ࣝே が閉集合であり、指数増大をもつときの極限も指数増大をもつことが
分かったので、これらと Steinberg の公式を用いることで増大度の連続性を明らかにした。この
結果は、これまでの Floyd や Kolpakov らによる双曲離散鏡映群の増大度の収束に関する結果を
幾何学的群論の枠組みで一般化したものになっており、特に増大度の数論的性質を調べる際の
ツールとなっている（後述の２についての結果）。 
 
 ２について：コクセター系が ݀ 次元であるとは、Davis 複体の単体複体としての次元が ݀ とな
ることである。1 次元コクセター系は位数 2の群 ℤ 2ℤ⁄  の有限個の自由積として表される。この
場合には増大度は整数であり、自由積の個数を用いて簡単に表すことができる。本研究では、２
次元コクセター系の増大度の数論的性質についての研究をスイス Fribourg 大学の Naomi 
Bredon 氏と共同で行った。２次元コクセター系というのはユークリッド平面や双曲平面の離散
鏡映群を含むクラスとなっており、先行研究でのアイデアをどのようにナーブの言葉で書き換
えるか、という点がボトルネックであった。２次元コクセター系のナーブは１次元の単体複体で
あり、グラフとなる。このとき、グラフのオイラー標数 ߯ （＝頂点数 − 辺数）により増大度の数
論的性質がコントロールされることを明らかにした。より具体的には、(i)  ߯ > 0 の場合には増
大度は Pisot 数となり、(ii)  ߯ = 0 の場合には Salem 数となる。また、 ߯ < 0 の場合には増大
度が Perron 数であるような２次元コクセター系の族が無限に存在していることを明らかにして
おり、一般に Perron 数となることを予想している。また、１についての結果と関連して、(i)に
おいて ߯ > 0 となるような２次元コクセター系の増大度は ߯ = 0 である２次元コクセター系の
増大度の下からの極限として表すことができることも明らかにしている。これらの結果は
Cannon,Wagreich,Floyd らによる２次元双曲離散鏡映群の増大度に関する結果の拡張となって
おり、双曲多角形がコンパクトな場合は ߯ = 0 の場合に対応して、非コンパクトな場合が ߯ > 0 
に対応している。２次元の場合の研究の延長として、３次元コクセター系についても同様の研究
を行った。３次元コクセター系のナーブは２次元単体複体であり、組み合わせ構造がグラフのよ
うに簡単には表せない。そこで、ナーブとして擬多様体と呼ばれる単体複体になる場合について
考察した。この場合でもオイラー標数 ߯ (＝頂点数 − 辺数+面数)により増大度の数論的性質が
決定されることを部分的に明らかにしている。 
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